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   » مامجموعهف اهدا«

  )۲۰نهايي ( آموزان کشوربراي دانشو عملکرد ثبت بهترين سابقه تحصيلي 
  

  هاي برتر کنکور و ورودي سمپاد و نمونه کسب رتبه
  

  :زمينه گوناگونسطح و  ۴در 

  ؛ آموزش مفهومي کتاب و آمادگي نهايي

  آموزش نکته و تست پيشرفته کنکور؛

  آموزش رياضيات تيزهوشان؛

  :و

  آموزش هوش و استعداد تحليلي
  )ليست کامل در انتهاي فايل(

  
  
  

  )فردمنحصر به( آموز؛درس
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  آموزشمحتواي جامع 
 )وعنمتفراوان و هاي مثال+ درسنامه دقيق (

   محتواي كتابكامل پوشش 
 )ها و تمرينات برگزيدهها، فعاليتمثالشامل (

   تمرينات پوششي
 )نامهپاسخ+ طرح انواع سؤالات ممکن نهايي بخش به بخش (

  سؤالات چالشي
   )جداگانه ويژه علاقمندانشده به صورت طرح (
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 

۲۰ 

  نهاييهاي آزمونو بررسي آخرين پوشش 
Up to date 

 



  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  تابــع

رســم، توابــع  و هــای نمــودارانـواع جابجــایی
ـــد جملـــه ای و رســـم، بررســـی یکنـــوایی چن

  پذیریای و بخشتوابع، تقسیم چندجمله
  

۲  

۱  

  مثلثــات

ـــــاوب، نمـــــودار و تعیـــــین دوره  ـــــع متن تواب
تنـــاوب، بیـــان تـــابع تانژانـــت و نمـــودار آن، 

  ها مثلثاتی و بسط نسبتمعادلات
  

۳۶  

۲  

  نهايت در حدبي

ی تـــــابع و همـــــسایگی، حـــــدهای دامنـــــه
نهایـــت، حـــد نامتنـــاهی، حـــد تـــابع در بـــی

هـای قـائم نهایت، مجانبنامتناهی در بی
  و افقی

  

۶۶  

۳  

  )۱ (کاربرد مشتق

 صعودی یا نزولی بودن تابع، تشخیص
های های نسبی تابع، اکسترمماکسترمم

  بهینه سازیمسائل مطلق تابع و 

۱۴۳  

۶  

  )۲ (مشتق تابع

-گیری و تابع مشتق، مشتق مشتقروش

گیری از توابع مرکب، انواع آهنگ تغییرات 
  تابع و برخی کاربردها

۱۱۴  

۵  

  )۲ (کاربرد مشتق

-تعیین جهت تقعر نمودار و تعیین نقطـه

ی عطــف نمــودار، کــاربرد مــشتق در روش 
کلـــــی رســـــم نمـــــودار، آشـــــنایی بـــــا تـــــابع 

  هموگرافیک
  

۱۷۰  

۷  

 فهرست

  )۱ (مشتق تابع

مفهوم خط مماس، شیب مماس و تعریف 
ی مماس بر نمودار، بررسی مشتق، معادله

-نقش پیوستگی در بررسی مشتق، مشتق

  طرفههای یک

۹۶  

۴  



 
 
 
 
 
  
  

                 

  

  
  
 

  
  

  

  

  
 

  صفحه  فهرست

 ۳   غييرات افقي نمودارت  

 ٨  غييرات عمودي نمودارت  

 ١٨  ايتوابع چندجمله  

 ٢٣   يکنواتوابع  

 ٣٠  پذيرياي و بخشتقسيم چندجمله  

  تابــع

 :آموزش
  حسابان دوازدهم

۱ 
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    .دنشوودار به صورت زير يادآوري ميانتقال نمحالت  دو

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  : دليل

),(ي  اگر نقطه  00 yx    روي نمودار )(xfy  00:  باشد yxf )(   ي  ي نقطه به اندازه   ، آنگاه انتقال يافتهa     به چـپ، يعنـي  :
),( 00 yax  روي نمودار )( axfy قرار دارد :  

000
0 yxfaaxfaxfy axx    )())(()(  

   به صورت مشابه؛
),(:  به راست، يعنيaي ي نقطه به اندازهانتقال يافته 00 yax  روي نمودار )( axfy قرار دارد .  
  براي نمونه؛

)(||نمودار تابع ) الف 2 xxf انتقال نمودار استفاده از  را با|| xy  انتقال به راست( :کنيممي رسم(  
 
  
  
  
  
  
  

3نمودار تابع ) ب xxg xy توسط نمودار )( چپانتقال به (: شود رسم مي(  

),( توسط نقاط xنمودار ( ),( و 00 ),( و 11   .)  رسم شده است24
 
  
  
  
  
  

  

  

|| xy   
٢ ٢-  

٢ 

٢ ٤ 

٢ 

|| 2 xy  

  :  افقيانتقال
xfy)(وقتي نمودار   0 را داشته باشيم، برايa؛  

 رسم نمودار تابع در )( axfy :  

xfy)(نمودار   ي به اندازهa  شود منتقل ميافقي به سمت چپبه صورت.  

 رسم نمودار در )( axfy :  

xfy)(نمودار  ي  به اندازهa  شود منتقل ميافقي به سمت راستبه صورت. 

 

۱ 
 

   انتقال افقي و عمودي

  

xy   3 xy  

٣-  

3  
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  ٤٠١١ خرداد؛ نهايي

  .  در شکل مقابل رسم شده استfنمودار تابع 
)()(نمودار تابع  1 xfxgآن را تعيين کنيديه و دامنه را رسم کرد  .  

  
  

  
  . بايد نمودار يك واحد به راست منتقل شود

  

  

  

  : بينيدمي

],[ي ازه بgي تابع دامنه 31است  .  

 ---✨---  

xyنمودار تابع  )از کتاب( :مثال✨ 2log استرسم شده  صورت مقابل به .  

  
log)(نمودار تابع  22  xyرا با انتقال رسم کنيد  .  

  

  
  : بايد نقاط نمودار، دو واحد به چپ منتقل شوند

  

  

  

  

  
  

 ---✨---  

)(22نمودار تابع  :مثال✨  xyي  را توسط انتقال در بازه],( 03رسم کرده و برد آن را معلوم کنيد  .  

  
2xyبايد نمودار  ي  را در بازه],( 21 ي آن  واحد حركت به چپ، دامنه2 رسم كنيم تا بعد از],( 03شود :  

 

   
    

  

    

    

  

],[ ي، بازهدر هر دو نموداربينيد كه برد تابع مي   .  است40

  خـپاس 

  خـپاس 

  خـپاس 

١ ٢-  

٤ 

2xy   

 

  

١ 

٣-  

٤ 

22)(  xy  

 

  

١ 

٢-   

 

 

 ٣  ٢  ١  

١  

٢  

٣  

٣  -٢  -١-  

 

 ٣  ٢  ١  

١  

٢  

٣  

٣  -٢  -١-  

 
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١       ٢ 

٢  
١ 

١ 

١- 
٢ 

١ 

 ---✨---  
  ٤٠٠١؛ خرداد نهايي

)cos( نمودار تابع 4
 xy  را به کمک نمودارxy cosي  در بازه],[ 20رسم کنيد  .  

  
xyبايد ابتدا نمودار  cos4ي  را رسم كرده و سپس آن را به اندازه

به سمت راست انتقال دهيم  :  
 

   
  

  

  
  

 ---✨---  
  :   تبديل عمودي نمودار درسادهدو حالت 

  

  
  
  
  
  
  

  

  : دليل

),(ي  اگر نقطه  00 yx    روي نمودار )(xfy  00:  باشد yxf )(   ي  ي عمودي نقطه به انـدازه     ، آنگاه انتقال يافتهk  يعنـي ، :
),( kyx 00 روي نمودار kxfy    : قرار دارد)(

kykxfkxfy xx   
00

0 )()(  
 براي نمونه؛

xfy)( نمودار تابع) الف   داده شده استزيربه صورت :  
  
  
  

  
1در رسم نمودار  )(xfyشود، عرض هر نقطه يک واحد کم مي:  

  :دامنه و برد تابع جديد

],[ 11R    و    ],[ 20D  

  خـپاس 

  

4
  2 

2
2 

 2
 

2
3 

 

١ 

2 
4
 

  : انتقال عمودي
kxfy را داشته باشيم، براي رسم نمودار تابع         fوقتي نمودار     هـا را   فقط عرض آن   ، طول نقاط ثابت مانده و     )(

  :تربه طور دقيق. دهيمي در جهت عمودي انتقال مkي به اندازه
 

  اگرk ي  باشد، نمودار به اندازهمثبتk شود منتقل ميبالا به. 

  اگرk ي  باشد، نمودار به اندازهمنفيk شود منتقل ميپايين به.  
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11نمودار تابع )  ب xxg xyنمودار  در دو مرحله توسط )( راست و سپس به بالاانتقال به (: شود رسم مي(  
 
  
  
  
  
  

  

22نمودار تابع  :مثال✨  ||)( xxf را با تغييرات مناسب نمودار || xy يدرده و برد آن را مشخص کن رسم ک.    

  
||ه راست ابتدا انتقال ب 2xو سپس انتقال به پايين  :  

 
  
  
  
  
  

  

],(بينيد كه برد مي  2fRاست  .  

 ---✨---  

xxfنمودار تابع  ) کتابمشابه( :مثال✨ 2)(  استرسم شده به صورت مقابل .  

  
  

12نمودار تابع  2  xyل رسم کنيد را با انتقا .  

  
222 :ابتدا دو واحد به راست  xxf 12 : و سپس يك واحد به بالا)( 2  xy.  

  

  

  

  

  

  
  

 ---✨---  
  .)تأثیر انتقال نمودار بر دامنه و برد تابع، در بخش بعد انجام شده است  دقیقررسیب(

  خـپاس 

  خـپاس 

|| xy   
٢ ٢-  

٢ 

22  || xy  

٢ ٤ 

٢-  ٢ ٤ 

٢ 

|| 2 xy  

    

  

  

xy   1 xy  

١    

11 xy  

١  

١    
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xfy)( نمـــودار تـــابع بـــا اســـتفاده از -۱ رو، نمـــودار ه در شـــکل روبـــ
11  )(xfyرا رسم کنيد  .  

  

  

2نمودار توابع  - ۲ xxf cos)( و )sin()( 2
 xxgرا رسم کنيد  .  

  

  :منتخب کتاب

xyر زير، نمودار توابع     د -۱ 2  ،xy 2log   و xy cos  22نمـودار توابـع   . انـد  رسـم شـده 1 xy ،)(log 22  xy و 

)cos( 2
 xyرا به کمک انتقال رسم کنيد  .  

  
 
  
  
  
  
  
  
  
 
  
  
  

 ـ  . رو است  به صورت روبه   fنمودار تابع    )|(|ابع  نمـودار ت xfy   را رسـم    1
  . کنيد

  
  

  
  
  

  )ويژه علاقمندان( چالش

 )۱ (پاسخ دهيد

٣ ٤ -٤ 

٢ 

٢       ٣ 

٢ 

٢   -١- 

١   

  
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  :  روشي ديگر در تبديل عمودي نمودار
  
  
  
  
  

  

  

  
  

  : دليل

),(ي  اگر نقطه  00 yx    روي نمودار )(xfy  00:  باشد yxf )(  ي  ، آنگاه نقطه),( 00 kyx    روي نمودار )(xfky   قرار 
  :زيرا. دارد

00
0 kyxkfxkfy xx    )()(  

  براي نمونه؛ 

xy رسم نمودار هنگام 2 نقاط نمودار تمام ، عرضxy شود ضرب مي2  عدد در :  
  
  
  

  
  
  

  : توجه کنيد
),(ي  نقطه ),(),( به   11 21121  ي  ، نقطه),( ),(),( به   24 44224    ي   و البته نقطه),( ),( بـه همـان      00  تبـديل   00
  .  و نمودار انبساط عمودي يافته استشده

  

12نمودار تابع  :مثال✨ 2  xxg 2xy نمودار  را با تغييرات مناسب)( رسم کنيد .    

  
2xyابتدا نمودار  كنيم را رسم مي :  

  
  
  

  خـپاس 

۲ 
 

  انبساط و انقباض نمودار

١ 

١     ٢  ٢   -١-  

٤ 

  : انبساط و انقباض عمودي
xkfy)( را داشته باشيم، براي رسم نمودار تابع     f تابع   وقتي نمودار يک   فقـط    ثابت مانـده و  نمودار، طول نقاط

  :تر طور دقيقبه. شودضرب مي kدر عدد ها عرض آن
 

  1اگرk ،شود ميترصورت عمودي گستردهنمودار به تر شده و ها بزرگاندازه باشد . 

 .)یابدنمودار انبساط می(
  10اگر  k ،شود ميترصورت عمودي جمعنمودار به تر شده و ها کوچکاندازه باشد . 

  .)یابدنمودار انقباض می(
 

  
  

xy 2  

٤ ١ 

٢ 

٤ 
xy   

٤ ١ 

١ 

٢ 
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  : شود رسم ميgتابع نمودار اكنون در دو مرحله 

  
  
  

  
  

  
  
  

 ---✨---  

  .  در شکل مقابل رسم شده استfمودار تابع  ن:مثال✨

)()(نمودار تابع  12  xfxgرا رسم کرده و دامنه و برد آن را تعيين کنيد  .  
  

  
  : لازم استدو تبديل متوالي 

)( تبديل :اول 1 xxيك واحد انتقال به راست ،.  

)()(تبديل  :دوم 121  xfxf 2، انبساط عمودي باk.  

  

  

  

  

  

  

  
  

  : نمودار پايانيطبق 

],[ 21gD       و    ],[ 42gR 
  

 ---✨---  

xyبا رسم نمودار  :مثال✨  12، نمودار تابع  xyرا رسم کنيد  .  

  
  : كنيم را رسم ميx  نمودارابتدا

  
  
  

   سپس در دو مرحله؛

  : شودخواسته شده رسم مينمودار ، 1هاي جديد با عدد  و سپس جمع عرض2ها در ابتدا ضرب عرض

  خـپاس 

  خـپاس 

٢ 

١   ٢  ٢  -١-  

٨ 

22xy   
١ 

١   ٢  ٢  -١-  

٧ 

12 2  xy  
١- 

 

  

 

)( 1xf  

 

  

 

)()( xgxf 12  

 

  

 

  

  

١ 

٢ 

١ ٤ 
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),[ برد بينيد در تابع آخر،مي 1Rاست  .  

 ---✨---  
   :عکوسانبساط و انقباض م

xkfy)(بينيد، در رسم    ي قبل مي  که در نمونه  چنان    اگر ،k   منفي باشد، نمودار  f     ،علاوه بر انبـساط يـا انقبـاض عمـودي 
  . يابداب هم مينسبت به محور طول بازت

  )مهم( :حالت ويژه
xfy)(در رسم نمودار  شوندها قرينه مي، چون عرض :  

  

  .شود نسبت به محور طول قرینه میfنمودار تابع 
  

2مساحت محدود به نمودار  :مثال✨ || xyرا بيابيدها  و محور طول .  

  
  :شود و به سادگي نمودار رسم ميجابجاييا دو ب

 

  
  
  
  

  

  :ي مشخص استي مورد نظر، مثلثي با ارتفاع و قاعدهبينيد كه محدودهمي
 

42
42 S 

 ---✨---  
   :توجه کنيد

  :  نمودارعموديتغييرات در 

  .کندميرد تغيير معمولاً بي تابع ثابت مانده و دامنه
  : ترتوضيح بيش

],[ به صورت xf)(اگر برد تابع  21 yyباشد، آنگاه  :  
kxfبرد توابع    )(   و kxf )(    به ترتيب ],[ kyky  ],[ و   21 kyky  ],[ برابـر    xkf)(برد   هستند و    21 21 kyky 

],[برد :  منفي باشدkاگر . (است 12 kykyاست (. 

  خـپاس 

٢ ٢-  

٢ ٢ ٢-  

٢- 
٢ ٢-  

٢ 

|| xy   || xy   2 || xy  

    

xy 2  

١ 

٢-  

٤ 

٤-  

12  xy  

١ 

١-  

٤ 

٣-  

١ 

  
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 براي نمونه؛

],[ي بازه fاگر برد تابع  14  122باشد، برد تابع  )(
x

fy برابر ],[ 91 زيرااست ،:  

],[],[],[)](,)([],[
)()(

91181282421214
1

2
2

2
2

  
 x

f
x

f
 

  

  :  نمودار توابع به صورت زير استديگري از تبديل مهم 
  

  
  
  
  
  

  : بويژه
 

  10اگر  k يابدانبساط مي(شود،  ميترصورت افقي گسترده باشد، نمودار به (. 

  1اگرk يابدنقباض ميا(شود،  ميترصورت افقي جمع باشد، نمودار به(.  

  : دليل

),(ي اگر نقطه 00 yx روي نمودار )(xfy 00:  باشد yxf )(ي ، نقطه),( 0
0 y
k
x روي نمودار )(kxfy قرار دارد :  

00
0

0

yxf
k
x

kfkxfy k
x

x
 


)())(()(  

  

)(||نمودار تابع  :مثال✨ xxg 2مناسب نمودار  را با تغيير ||)( xxf  يدکن رسم.  

  
)(||با توجه به نمودار  xxf ي قبل، نمودار  و طبق نكته)()( xfxg 2كنيم را رسم مي  :  

 

gf k   ),(),(),( 2122
222 2 

gf  ),(),(),( 0002
000 

gf  ),(),(),( 2122
222 

  

 ---✨---  

  : درستي يا نادرستي هر مورد را تعيين کنيد :مثال✨

kxfy)( باشد، نمودار 1kگر ا) الف  از انبساط افقي نمودار )(xfy  در راستاي محور xآيددست ميها به.   

),(ي اگر نقطه) ب 13 روي نمودار fي  باشد، نقطه),( 2
1

2
3 روي نمودار تابع )( xfy 22است .  

  
  نادرست است؛  )الف

  خـپاس 

  خـپاس 

١ ١-  

٢ 

||)( xxg 2  

  : انبساط و انقباض افقي
kxfy)( را داشته باشيم، براي رسم نمودار تابع f تابع وقتي نمودار يک  :  

  نقاطي با طول و عرض مشخص از نمودارfکنيم انتخاب مي . 

  بر نقاط اين طولkماند تقسيم شده و عرض نقطه ثابت مي . 
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  . شودقي منقبض مي نمودار به صورت اف،1kزيرا براي 

   نادرست است؛ )ب

2 تقسيم شده و به 2طول نقطه بر 
32شود، ولي عرض نقطه در  تبديل ميشود ضرب مي  :),(),( 22

313   
  

 ---✨---  

  : شکل مقابل است به fنمودار تابع  :مثال✨

2)(نمودار ) الف
x

fy را رسم کنيد  .  

  . دامنه و برد تابع جديد را مشخص کنيد) ب

  
2بايد طول نقاط بر 

1kضرب شود۲در : یا( : تقسيم شود .(  

),(),(),( 060

2
1
303 2

1

 
k

f 

),(),( 2020 020   f 

),(),( 0402 422   f 
  

],[در نمودار حاصل شده، دامنه  46 و برد ],[   . است20

 ---✨---  

  .  در شکل مقابل رسم شده استfنمودار تابع  :مثال✨

12نمودار تابع   )()( xfxgا تعيين کنيد و برد آن ر را رسم کرده و دامنه .  
  
  

  
)(ابتدا  xf 12و سپس ) 2تقسیم طول نقاط بر ( 2  )()( xfxg یک واحد به پایین( يعني( :  

  

  

  

  

  

  

  

  

  : بينيد كهدر نمودار پاياني مي

 ],[ 13gR      و         ],[ 21gD 
  

 ---✨---  

  خـپاس 

  خـپاس 

٣-  ٢ 

٢ 

٦ ٤-  

٢ 

)(2
x

fy   

 

 
 

)( xf 2  

 

 
 

12 )( xf  

 

 
 

  



  

  )۲(حسابان 
  

                                                                               تابــــع             :مبحث

 ١٣  

 دکتر عليرضا نورالديني :تأليف

http://www.darsamoz.com 

12نمودار تابع  :مثال✨  ||)(
x

xhمناسب نمودار  را با تغييرات ||)( xxf  يدکن رسم.  

  
||هاي بالا، انبساط افقيابتدا مشابه نمونه 2

xكنيم را رسم مي:  

),(),(),( 2422222  f 

),(),(),( 0002000  f 

),(),(),( 2422222  f 
  

  

  :اكنون كافي است، عرض نقاط يك واحد كم شود

  
  

  

  

  
  

 ---✨---  
   :عکوسانبساط و انقباض م

kxfy)( رسمدر   ، اگرk يابدبه محور عرض بازتاب هم مي منفي باشد، نمودار ضمن انبساط يا انقباض افقي، نسبت .  
  براي نمونه؛ 

  
  
  
  

  )مهم( :حالت ويژه

)(باشد، يعني در رسم نمودار  1kاگر  xfy :  
  

  . ها قرینه شود نسبت به محور عرضxf)(نمودار 
  

  )مهمتکنيک ( :بعلاوه

 تغييرات روي آن را در آخرين رينه شده يا ضريب گرفته، قxبع چندين تغيير گوناگون داشته، اگر ي تادر مواردي که ضابطه
  براي نمونه؛ . گام انجام دهيد

  براي رسم)( 12 xfچنين عمل کنيد  :  

)()()( 121  xfxfxf  
  ۲ طول نقاط درتقسیم  و سپس ابتدا یک واحد به راست

  براي رسم)( 12  xfچنين عمل کنيد  :  

)()()()( 12121  xfxfxfxf  
   و در پایان قرینه نسبت به محور عرض۲ با ضریب  افقیابتدا یک واحد به چپ، سپس انقباض

  خـپاس 

٣-  ٢ 

٢ 

)(xfy   
١-  

٢ 
)( xfy 2  

2
3

  

٤ ٤-  

٢ 

|| 2
x

y   

٤ ٤-  

١ 

12  ||)(
x

xh  
١-  
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  .  مقابل رسم شده است در شکلfنمودار تابع  :مثال✨ 

)()(نمودار تابع  xfxg    . ي آن را تعيين کنيد را رسم کرده و دامنه3
  
  

  

  
)(كافي است ابتدا  xf 3 )( و سپس )سه واحد انتقال به چپ( xf 3 م گيرد انجا)قرینه نسبت به محور عرض( يعني :  

  

  

  

  

  

  

  
  

  : بينيد كهدر نمودار پاياني مي

],[ 32gD 

 ---✨---  

xfy)(نمودار تابع  ) کتابمشابه( :مثال✨  داده شده؛ روبه صورت روبه 

)(نمودار تابع  2
x

fy را رسم کرده و دامنه و برد آن را تعيين کنيد  .  

  
  

  
2)(ابتدا نمودار 

x
fy  ) ( و سپس نمودار )٢انبساط افقی با ضریب( 2

x
fy
 )قرینه نسبت به محور عرض(:  

 

  
  
  
  

  
],[بينيد مي 46D و ],[ 32Rاست  .  

 ---✨---  

  خـپاس 

  خـپاس 

)( 3xf  )( 3xf  

  

 )(
2
x

fy
 

)( 2
x

fy 
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  ٤٠٣١ خرداد نهايي؛

ــودار ــابع نم xfy)( ت  ــه ــورت روب ــه ص ــابع   ب ــودار ت ــده؛ نم رو داده ش
)( 12  xfyرا رسم کرده، دامنه و برد آن را تعيين کنيد  .  

  

  
)(ابتدا نمودار    1 xfy )(سپس ، )یک واحد به راست( 12  xfy )(و در پايـان    )٢افقی با ضـریب ض قباان( 12  xfy 

  :)طولقرینه نسبت به محور (
 

  
  
  
  

  
),[بينيد مي 3D و ),[  0Rاست  . 

 ---✨---  

نمودار مقابل فقط توسط دو عمـل انتقـال و قرينـه      ) کتـابمشابه( :مثال✨

xyسازي از نمودار تـابع        ي تـابع  ضـابطه . دسـت آمـده اسـت   بـه
  . مربوطه را بنويسيد

  
xyتوان فهميد بعد از رسم نمودار با قدري دقت مي  :  

xy:   قرينه سازي نسبت به محور طول:اول   

xy:  ض قرينه سازي نسبت به محور عر:دوم   

1:   يك واحد انتقال عمودي به سمت بالا:سوم xy  

1ي تابع به صورت پس ضابطه xyاست  .  
  

 ---✨---  
  :توجه کنيد

  : هميشهنمودار،  افقي هايتبديلدر 

  .برد تابع ثابت مانده و فقط دامنه ممکن است تغيير کند
  : ترن دقيقبيا

],[ به صورت xf)(ي تابع اگر دامنه 21 xx ،هاي مربوطهبا توجه به جابجايي باشد :  
 ي توابع دامنه)( axf  و )( axf  به ترتيب ],[ axax  ],[ و 21 axax   .  هستند21

 ي منهدا)(kxf برابر ],[
k
x

k
x ],[:  منفي باشدkاگر . ( است21

k
x

k
x 12(.  

  

  خـپاس 

  خـپاس 

  

    

   

    

   

    

  

    
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  . درستي يا نادرستي هر مورد را معلوم کنيد :مثال✨

],[ي بازه fي تابع اگر دامنه) الف 14 22)(ي تابع باشد، دامنه x
fy  برابر ],[ 2

12است  .  

||براي رسم نمودار تابع     ) ب 12  xy  توسط نمودار || 1 xy    2، کافي است طول هر نقطه از نمودار تـابع دوم بـر عـدد 
  . تقسيم شود

  
   نادرست است؛ )الف

2چون طول نقاط بر 
],[],[   : تقسيم شده و خواهيم داشت1 2814 2

1




D  

   درست است؛ )ب

)(||: اگر قرار دهيم 1 xxf در اين صورت ،||)( 122  xxfت بوده و روش گفته شده براي رسم صحيح اس .  

 ---✨---  
 ٤٠٤١ خرداد نهايي؛

12  اگر تابع. رسم شده استمقابل در شکل f نمودار تابع
13  )()( xfxg 

   : آنگاه،باشد
   .ديسي را به صورت بازه بنوg دامنه و برد تابع) الف
),( اگر) ب 12A ودار تابع نقطه از نمکي f ي آنگاه نقطه،باشد 

  . ديسي را بنوg  نمودار تابعي روA متناظر

  
  : انبساط و انتقال عمودي: فقط انبساط افقي تأثير دارد و برد:  دامنه)الف

],[],[],[ 716020 13  
gR :و     برد      ),[),[ 6633 2

1




gD :دامنه  

  : 2 و در پايان انبساط افقي با ضريب 1ي انتقال عمودي به اندازه، سپس 3 با ضريب عموديانبساط ابتدا  )ب

),(),(),(),(),( )()()( 444

2
1
2423212 121 A  

 ---✨---  
  
  
  

xyمودار توابع زير را به کمک نمودار تابع ن - ۱ cosرسم کنيد   .  

12) الف  xy cosب                                  ()cos(32 x
y  

  

xyنمودار تابع  -۲ را رسم کرده و دامنه و برد آن را تعيين کنيد  .  
  

  خـپاس 

  خـپاس 

 )۲ (پاسخ دهيد

 

 

 

 

 

٣    -٢     -١  ١       ٢        ٣        ٤-  

٣  

٢  
  

١  

١-  
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  :ابمنتخب کت

  :  به صورت مقابل استf نمودار تابع - ۱
  .  مقايسه کنيدfنمودار توابع زير را رسم کرده و با نمودار 

)( xfy   
)(xfy   
)( xfy   

  
  
  

  :  به صورت مقابل استf نمودار تابع - ۲
  . نمودار توابع زير را رسم کنيد

2 )( xfy  
)( xfy  3  
)( 12  xfy  

  
  

xyيابي و انتقال نمودار تابع  نمودار زير فقط از قرينه- ۳ ي آن را بنويسيد حاصل شده؛ ضابطه .  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)(ار مقابل مربوط به تابع      نمود 12 xf     ي تـابع     بـوده و دامنـه
)(xf

x21   برابـر 

}{),[ cba حاصل .  استcab را بيابيد  .  
   
  
  
  

  )ويژه علاقمندان( چالش

 ٥- 
٤ 

 ١- 
٣ ١ 
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  : اي تابع چندجملهشکل کلي

lkxbxaxxf nn   1)( 

  .  استايچندجملهي و درجهصحيح عددي ) xبيشترين توان ( 0n عددهايي حقيقي و l و 0a ،b ، . . .،k  ضرايبکه
  :  اين توابع ازچند حالت ويژه

 تابع ثابت : 

cxfابع به صورت ترين تساده )(ي صفر استاي درجه چند جمله) .cعدد ثابت (  

 تابع خطي : 

baxxfتابع به صورت  )(باشدميي يک اي درجه چند جمله .  

 تابع درجه دوم : 

cbxaxxfاين تابع به صورت     .  يازدهم بررسي گرديدپايهک سهمي است که در  است، نمودارش هميشه ي)(2

 تابع درجه سوم : 

dcxbxaxxf  کليبه صورت    . اين درس انجام خواهد شدي ادامهبررسي بيشتري از آن در . است )(23
  

52ي تابع درجه :مثال✨ 1 )()( xxxf را مشخص کنيد  .  

  
  :  است، زيرا7ي درجه

51ي  ترين درجه بزرگ )( x      با پنج بار ضرب )( x1      5ي   در خودش، مربوط به جملـهx      52 اسـت و در نتيجـه، در 1 )()( xxxf ، 

752ترين درجه مربوط به بزرگ xxx    .  بود خواهد)(
  

 ---✨---  

22ي   رابطه ،fتابع خطي   يک  در   :مثال✨  )()( xfxf      52 برقـرار بـوده و )(f  مقـدار  . اسـت)( 1f  را حـساب 

  . کنيد

  
  : داريم 2x : ا قرار دادنبطبق شرط اول 

72542222  )()()( fff  
baxxfتابع را به صورت  )( نويسيمي تابع ميبا جايگذاري مقادير در ضابطه در نظر گرفته و:  

 

5252  baf )(  

7474  baf )(  
  :دست خواهند آمد و بنابراينه ب3b و سپس 1aاز تفريق دو معادله 

  

23113  )()( fxxf 
  

 ---✨---  

  خـپاس 

  خـپاس 

۳ 
 

   ايتوابع چند جمله
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2xxfتابع  دو  ابتدا نمودار    :مثال✨ )(   3 وxxg )(        ي هـا  مجموعـه جـواب نامعادلـه      ، را رسم کنيد و سپس توسط نمـودار

)()( xgxf   و)()( xfxg  ا مشخص کنيدر .  

  
  : شوندهر دو نمودار با تشكيل جدول مقادير به آساني رسم مي

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :دانيممي
  :يعني. شود ميتركوچكتري برسند، مقدارشان  هر قدر به توان بزرگبين صفر و يكعددهاي 

2310 xxx  

  :در مقايسه با هم چنين خواهند بودبنابراين دو نمودار بالا 
  

  :اكنون
  : شودي نمودارها نوشته ميها با مقايسهمجموعه جواب نامعادله

),(),()()( 100  xxgxf  
),[}{)()(  10 xxfxg 

  

 ---✨---  
  ٣٩٩١ خرداد نهايي؛

3xxgنمودار تابع  )( ي در فاصله],[ 2xxfاز نمودار تابع  تر پايين10 )( قرار دارد. )درست  - نادرست (  

  
  نادرست است؛ 

  . تر قرار دارد پايينgمودار  ن1 و 0بين ولي بوده،  نمودارها بر هم منطبق 1x و 0xدر نقاط 
  

 ---✨---  

3xy به نموداربا توجه  :مثال✨ ؛  

3xxfهنگام رسم نمودار ) الف )(شود، نمودار تابع فوق نسبت به محور طول قرينه مي .  

13براي رسم نمودار ) ب  xxg   . شود يک واحد به پايين منتقل ميf، نمودار )(

  خـپاس 

  خـپاس 

  

   

 

x 

2xy   

١       -٢-        0        ١       ٢  

١        ٤       0        ٤       ١  

  

   

 

x 

3xy   

١       -٢-        0        ١       ٢  

٨-       ١-       0        ٨      ١  

١ 

١ 

f 

g 

١ 

١     ٢  ٢   -١-  

١ 

 ١  
١-  

١- 
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  
  
  

 ---✨---  

xxxyنمودار تابع  )از کتاب( :مثال✨ 33 23 را رسم کنيد  .  

  
  :شود در سمت راست، ضابطه قابل رسم مي1با اضافه و كم كردن عدد 

111133 323  )(xxxxy  
  : ايمجا ديدههايي كه تا اينطبق روش

  

  

  

  

  

  
  

 ---✨---  

31نمودار تابع مراحل رسم فقط  :مثال✨ 3  )(xy 3 توسط نمودارxy ا بيان کنيد ر .  
  

  
  :شودنمودار در طي سه مرحله رسم مي

 3م بعد از رسxy  31، نمودار يك واحد به راست منتقل شده تا)(  xyرسم شود  . 

 31ي قبل را نسبت به محور طول قرينه كرده تا نمودار حاصل در مرحله)(  xyرسم شود  . 

 31 جمع كرده تا 3ي قبل را با عدد عرض نقاط نمودار حاصل از مرحله 3  )(xyرسم شود  . 
  

 ---✨---  

3xxfبا توجه به نمودار  )از کتاب( :مثال✨ )( 1سپس، نمودار . پذير استاين تابع وارون، نشان دهيدf رسم کرده و  را

  . ي تابع وارون را تعيين کنيدضابطه

  
  . پذير استيك و در نتيجه وارونبه يكfكند، تابع   را در بيش از يك نقطه قطع نمي تابعچون هر خط افقي نمودار

  

  خـپاس 

  خـپاس 

  خـپاس 

  ١ 
١- 

31)(  xy  
١ 

 ١  11 3  )(xy  

١-  

١ 
١ 

١-  

f 

١-  
١-  

g 
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   :1fرسم 

xy نسبت به خط f نمودار با قرينه سازيِ  شودانجام مي :  

  
  

  : ي يازدهمي وارون به روش گفته شده در پايهتعيين ضابطه
3133 xxfyxxy   )( 

 ---✨---  
  : نتيجه

3چه در مثال قبل ديديم، تابع طبق آن xy  با دامنه و برد نموداري به صورت زير دارد ، :  
  
  
  
  

  ٤٠٣١اد  خردنهايي؛

12تابع  3  )()( xxf1 نمودار ؛ديري را در نظر بگf کند ينم مختصات عبور ي محورها . . . . . . . . .هياز ناح.   

  ! چهارم :جواب

xyسازي نسبت به خط ز قرينهي دوم عبور نكرده و در نتيجه، بعد ا        بينيد نمودار آن از ناحيه    ، مي fبا رسم تابع      1، نمودارf ي  از ناحيـه

3 تغییرات نمودار با  آن تقریبی و رسم1fی روش دیگر تعیین ضابطه(. چهارم عبور نخواهد كرد xy  (  

  

1f 

f xy
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32نمودار تابع  - ۱ xy  3 را به کمک نمودارxxf )(رسم کنيد .   
  

3xxfاگر  - ۲ )(  باشد، با رسم نشان دهيد نمودارهاي دو تابع)( 1 xfy 1 و )(xfyدر دو نقطه مشترک هستند .   
  

  :منتخب کتاب

12تابع  - ۱ 3  )()( xxfاده شده است د .  
  .  را رسم کنيدfنمودار تابع ) الف

  .  را رسم کنيد1fپذير است و نمودار نشان دهيد اين تابع وارون) ب
  . دست آوريدي تابع وارون را بهضابطه) پ

  
  
  

34رو نمودار تابع    شکل روبه  )()(   xxf ن مقدار  کمتري.  است

k         را چنان تعيين کنيد تا نمودار تابع kxxg  32 )()(   ي  از ناحيه
  . نکندچهارم عبور 

  

  )ويژه علاقمندان( چالش

 )۳ (پاسخ دهيد
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Axx تعريف شده باشد و Aي روي مجموعه fتابع دفرض كني 21,:  

 

 fروي  را A »21 گوييم، هرگاه اگر »صعودي xx آنگاه  باشد ،)()( 21 xfxf .يعني : 
  

  .شود، مقدار تابع یا ثابت بماند و یا زیاد xبا زیاد شدن 
  

 f روي را A »21 گوييم، هرگاه اگر »نزولي xx آنگاه  باشد ،)()( 21 xfxf .يعني : 
  

  .شود، مقدار تابع یا ثابت بماند و یا کم xبا زیاد شدن 
  

  

  

  

  

  : بنابراين
به همين شکل، تابع نزولي . (و به پايين نخواهيم رفتگاه رهيچدر تابع صعودي، با حرکت از چپ به راست روي نمودار،           

  .)را توصيف کنيد
 

  تابعf روي را A »21 گوييم، هرگاه اگر »اكيداً صعودي xx آنگاه  باشد ،)()( 21 xfxf .يعني : 
  

  .شودزیاد ًالزاما ، مقدار تابع xبا زیاد شدن 
  

 

  تابعf روي را A »21 گوييم، هرگاه اگر »اكيداً نزولي xx آنگاه  باشد ،)()( 21 xfxf .يعني : 
  

  .شودم کًالزاما ، مقدار تابع xبا زیاد شدن 
  

 

  
  
  
  

  : بنابراين
به همـين شـکل، يـک       . ( نزولي، همواره رو به پايين خواهيم رفت       اكيداًبا حرکت از چپ به راست روي نمودار يک تابع           

  .) صعودي را توصيف کنيداكيداًتابع 

  : گذارينام

  .گوييم »نوااكيداً يک« و تابع اكيداً صعودي يا اكيداً نزولي را »يكنوا« تابع صعودي يا نزولي را
  : توجه کنيد

  . شودطبق تعريف، تابع اکيداً صعودي، صعودي هم هست و تابع اکيداً نزولي، نزولي هم محسوب مي
  

 تابع نزولي تابع صعودي

 تابع اكيداً نزولي تابع اكيداً صعودي

۴ 
 

   توابع يکنـوا
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kxfتابع ثابت    :مثال✨ )(   روي صعودي بودن را دارد، زيرا  شرط )()( 21 xfxf  همان kk بوده که برقرار است  .

  : بنابراين.  نزولي هم هست،واضح است که تابع ثابت
  .تابع ثابت هم صعودي و هم نزولي است؛ ولي اکيداً يکنوا نيست

  

 ---✨---  
  ٩١٣٩ خرداد؛ نهايي

  ) نادرست -  درست(.  در يک فاصله صعودي باشد، آنگاه اکيداً صعودي هم خواهد بودxf)(اگر تابع 

  
  نادرست است؛ 

  .  صعودي است، ولي اكيداً صعودي نيست1)(xfبراي نمونه، تابع ثابت 
  

 ---✨---  

3xy توابعيکنوايي  ،با رسم :مثال✨ ، || xxy ، xxy  ][و  || xy   رويرا  بررسي کنيد .  
  

  
  3نمودار تابعxy صعودي اكيد استايم و را قبلاً ديده :  

  
  

  نمودار تابع|| xxy صعودي اكيد استو صورت زير بوده  به:  

 











0
0

2

2

xx

xx
xxy ||  

 
 

  نمودار تابعxxy    : ولي صعودي اكيد نيست،صورت زير، صعودي هست به||

 









02
00

xx

x
xxy || 

  
],(ي هباز روي تابعالبته  0اكيداً صعودي است  .  

  نمودار تابع][ xy اكيد نيست صعودي است، ولي صعوديواي  پله  . 

  
 

 
 ---✨---  

  ٤٠٤١ خرداد نهايي؛

31 تابع )()( xxf درست(.  استي نزولداًي اکي تابع  - نادرست (  

  :زيرادرست است؛  :جواب

  : روش اول

  خـپاس 

  خـپاس 

 ٠ 
 ٠ 

 ٠ 
 ٠ 
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)()()()( 21
3

2
3

1212121 1111 xfxfxxxxxxxx   

  دومروش 

)(31كافي است نمودار   xy31:  به محور عرضسازي نسبت را در نظر گرفته و سپس قرينه)(  xyرا انجام دهيد  .  
  

  ٤٠٢١؛ خرداد نهايي

xxxxgنمودار تابع    33 23 )(      3 را به کمک نمودارxxf )(  سپس يکنـوايي اکيـد تـابع          رسم کنيد ،)(xg     را در تمـام 
   . ي خود بررسي کنيددامنه

  
  . رسم كرديمروه، به صورت روبترقبلنمودار تابع را چند صفحه 

  : طبق نمودار
  .ً اکیدا صعودی است،اش تابع در کل دامنه

  
  

 ---✨---  
   :توجه کنيد

ي آن را طوري محـدود      دامنه توانميما  ي خود يکنوا نيست؛ ا    تمام دامنه گاهي تابع روي    هاي قبل هم ديدم،     که در نمونه  چنان
   : ي ديگرنمونه. ، تا در آن دامنه يکنوا باشدردک

2xyتابع    روي نيست، ولييکنوا :  
 ي روي بازه),[ 0اکيداً صعودي است  . 

 ي روي بازه],( 0اً نزولي است اکيد . 

  

  

  

  

  :ستي يا نادرستي هر مورد را معلوم کنيددر :مثال✨

3xyتابع  )الف ي  در بازه),( 0صعودي است  .  
||تابع  )ب xy ي  در بازه],[ 03اکيداً نزولي است  .  

xyتابع ) پ اش اکيداً نزولي است در دامنه .  

  
  : گيريمنمودارهاي سه تابع زير را در نظر مي

  

  

  

  

  

   نادرست است؛ )الف

  خـپاس 

  خـپاس 

١ 

١ 

١- 

١- 

 اکيداً صعودي اکيداً نزولي

xy  || xy  3xy  

١ 

 ١  11 3  )(xy  
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3xyاگر نمودار   ،اكيداً نزولي خواهد شدنمودار همواره را نسبت به محور طول قرينه كنيد  .  
 

  .ه نمودار درست است با توجه ب)ب

  . با توجه به نمودار نادرست است)پ

 ---✨---  

)(||تابع  :مثال✨ 2 xxhاي اکيداً صعودي است؟ در چه بازه  

  
  : شودبه روش انتقال افقي، نمودار تابع رسم مي

  

],(ي تابع در بازه 2 است اكيداً صعودي.  
  
  
  

 ---✨---  

22 را طوري تعيين کنيد که تابع xي محدوده :مثال✨ xxy در آن محدوده نزولي باشد  .  

  
  :نويسيم به صورت مناسب زير مي1ضابطه را با اضافه و كم كردن عدد 

11112112 222  )()( xyxxxxy  

2xyتوانيم با تغيير نمودارِ حالا مي نمودار تابع را رسم كنيم ،:  
 

   
  

  :بينيدنگاه به نمودار ميبا 

],(ي تابع در بازه 1 است) همچنين نزولي( اكيداً نزولي .  
  

 ---✨---  

نمودار توابع  :مثال✨
x

xf
1)(  و||)( xxxg را رسم کرده و فواصل يکنوايي هر يک را مشخص کنيد  .  

  
  نمودارf: 

ي ابتدا نمودار شناخته شده
x

y
1كنيم را رسم مي .  

  

  

  

  : شوداكنون نمودار نسبت به محور طول قرينه مي

  :بينيد كهمي

),(ي در هر دو بازهروي دامنه يكنوا نيست، ولي تابع  0 و ),( 0اكيداً صعودي است .  
 

  نمودارg: 

  : كنيمخط را رسم ميضابطه را باز كرده و نمودار متشكل از دو نيم

  خـپاس 

  خـپاس 

  خـپاس 

x
y

1 

x
y

1 

١ 

١ 

٢-  
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







00
02

x

xx
xf )( 

  :د كهبينيمي

),[ رویالبته فقط (.  صعودي استروي ابع ت 0صعودی استً اکیدا (.  

 ---✨---  
  ٤٠٠١ خرداد؛ نهايي

  تابع   نموداربا رسم   










013
02

xx

xx
y      اي اکيـداً نزولـي     اي اکيداً صعودي و در چه بـازه       تعيين کنيد تابع در چه بازه

  . تاس

  
2xyسهمي  نمودار با انتقال نيم0xبراي   01 و براي  x ي توسطخطپاره xy 3شود رسم مي:  

 

  

00
31




yx

yx   :xy 3  

 
  

],(ي ر بازهتابع د  0ي  اكيداً صعودي و در بازه],( 01روي دامنه يکنوا نيست در کلولي( . اكيداً نزولي است (.   
  

 ---✨---  
  . ضابطه را باز کنيد،وقتي ضابطه شامل چند قدرمطلق است، براي رسم

  

||||نمودار تابع  :مثال✨ xxy     .  که تابع در آن صعودي استکنيداي را مشخص کرده و محدوده  را رسم2

  
  :شود ضابطه باز مي،هاهاي داخل قدر مطلقبا توجه به ريشه

2022  xxx :|| 0xx       و   :||  

  : ها در هر محدودهبنابراين با توجه به علامت داخل قدر مطلق



























022
022
222

02
022
22

xx

x

xx

y

xxx

xxx

xxx

y

)(

  

  

  :شودرسم مي ي تابعبا تشكيل جدول مقادير، نمودار خط شكسته
  
  
  

  
  

  

],(تابع در  2 استصعودي  .  

  خـپاس 

  خـپاس 

  

   

 

x 

y 

123   

4224  
٢ 

٢- 

٤ 

٣ ١- 

٣  

١-   
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 ---✨---  
   :کاربرد

  . توان در حل برخي نامعادلات کمک گرفتاز يکنوايي تابع مي
  

  اگر تابعfباشد اکيداً صعودي  : 
  

babfaf  )()( 

  اگر تابعfاکيداً نزولي باشد  : 
  

babfaf  )()( 

  : يادآوري

xayهر دو تابع نمايي        و لگاريتمي  xy alog    1 در حالتa       10 اکيداً صعودي و در حالت  a   اکيداً نزولي هستند  .
),(ي تابع لگاريتمي  و دامنهي تابع نمايي دامنه: البته( 0است  (.   
 

  ٤٠٢١؛ خرداد نهايي

125اگر 
1

5
1 12 x)( باشد، حدود xرا بيابيد  .  

  
xyچون تابع نمايي  )(5

1اكيداً نزولي است : 

1223125
1

5
1 312  xxxx )()(  

 ---✨---  

log)(log)(اگر  :مثال✨ 321  xx حدود ،xدست آوريده را ب .  

  
xyچون تابع  logشود كه نتيجه مينامعادلهاز يداً صعودي است،  اك :)()( 321  xx .بنابراين:  

44312  xxxx  

  : توجه کنيد
032 و 01xبايد شرايط طبق دامنه،  xي جواب بالا، هر دو برقرار هستند نيز برقرار باشند که در محدوده .  

  

 ---✨---  
  

  
  

xxxfابتدا نمودار تابع     -۱ 22 )(      اي اي اکيداً صـعودي و در چـه بـازه   تعيين کنيد اين تابع در چه بازه سپس   را رسم کرده و
  )١٤٠١نهايي؛ خرداد (اکيداً نزولي است؟ 

  

xxfابع ونمودار ت - ۲ 2)(  وxxg
3
1log)(  را مشخص کنيدهر يک نوايي را رسم کرده و يک .  

  

  خـپاس 

  خـپاس 

 )۴ (پاسخ دهيد
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  .  در يک فاصله اکيداً صعودي باشندg و fفرض کنيد توابع  - ۳
gfنشان دهيد ) الف نيز در اين فاصله اکيداً صعودي است  .  
xkfy)(نشان دهيد ) ب  0 با شرطk 0 اکيداً صعودي و با شرطkاکيداً نزولي است  .  
gfدر مورد تابع ) پ توان گفت؟  چه مي  

 )۴۰۳ سؤال نهایی خرداد ،)الف(قسمت . ًموارد بالا به طور مشابه در مورد مفهوم اکیدا نزولی هم برقرار هستند(

xxxي نامعادله -۴ 22 1313
2

)()(  را حل کنيد .  
  

  :منتخب کتاب

  : اند داده شدهh و f ،gنمودار توابع  - ۱
  
  
  
  
  
  

  
  هايي صعودي است؟هايي اکيداً صعودي و در چه فاصله در چه فاصلهfتابع ) الف
  هايي نزولي است؟هايي اکيداً نزولي و در چه فاصله در چه فاصلهgتابع ) ب
  هايي اکيداً نزولي است؟ در چه فاصلهhتابع ) پ

  

xxfنمودار توابع  - ۲  xxg و )(2 2log)( مشخص کنيد را رسم کرده و يکنوايي هر يک را  .  
  

  آيا تابعي وجود دارد که در يک فاصله، هم صعودي باشد و هم نزولي؟) الف - ۳
),(هـاي   نمودار تابعي را رسم کنيد که در هر يک از بـازه           ) ب 0   و ),[ 0      اکيـداً صـعودي باشـد، ولـي در   ًاکيـدا 

  . شدصعودي نبا
  

  .  متعلق به اين بازه باشندb و a در يک بازه اکيداً نزولي بوده و fفرض کنيد تابع )  الف- ۴
)()(اگر  bfaf نشان دهيد ، :ba .  

64اگر ) ب
1

2
1 23 x)( ، حدودxرا بيابيد  .  

  
  

262ي تابع با ضابطه  xxxf )()(ي تابع  را در نظر گرفته و دامنه)( xfxfy 1را مشخص کنيد  .  
  

  )ويژه علاقمندان( چالش
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  . شودميسي ي اين درس طرح و برردر حد نيازهاي ادامهعبارات، برخي ي ها و تجزيهايدر اين بخش، تقسيم چند جمله
  

542 تقسيم :مثال✨ 23  xxxxf     . را ببينيد2x بر )(
  

  : در نتيجه

42خارج قسمتِ تقسيم  xحاصل گرديد و چند 3مانده عدد  و باقي 

542اي جمله 23  xxxبرابر عبارت زير است  :  

342 2  ))(( xx 
  

 ---✨---  
  : توجه کنيد

 از تـوان   رامقسوم و مقـسوم عليـه  ابتدا بايد تقسيم را انجام داده و خارج قسمت را مشخص کنيد،  ،  ر وقت بخواهيد مانند بالا    ه
   .)مانده بدون انجام تقسیم را در ادامه خواهیم دیدتعیین باقیالبته، (. کنيدبزرگ به کوچک مرتب 

  
  
  
  
  
  
  
  

  

  : بررسي يک خاصيت
  : ، يعنيي مقسوم عليهاگر ريشه درمثال قبل،

202  xx  
542  عبارتدر 23  xxxxf   : آيددست ميبه ماندهباقيد بيني قرار گيرد، مي)مقسوم: يعني ()(

358885242222 23  )()()()(f 
  

  . ت اس مانند بالاي تقسيمماندهروش سريع تعيين باقي
  

  
  
  

542 23  xxx 

54  x 

42 x )( 23 2xx  

2x  

)( 84  x 

3 

  : پذيريخشمانده و باقيب
ax بر xf)(ي تقسيم ماندهباقي است از  عبارت )(afR .بنابراين :  

 

ax بر xf)(عبارت  0ه پذير است، هرگا بخش)(afباشد .  

  : قضيه تقسيم
  :  هموارهxp)(اي  بر چند جملهxf)(اي در تقسيم چند جمله

  :شوند که يافت ميxr)( و xq)(اي يکتاي دو چند جمله

)()()()(:                                                          تساوي مقابل برقرار باشد:اولاً xrxqxpxf  

 . تر باشد کوچکxp)(ي جه از درxr)(ي  درجه:ثانياً
  

)(xq خارج قسمت و )(xrاستی تقسیم  باقی مانده . 

۵ 
 

   اي هاتقسيم چند جمله
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  : دليل

ax بر xf)(ي تقسيم مانده باقيR خارج قسمت و xQ)(اگر  باشند، خواهيم داشت  : 

RaQafRxQaxxf ax  




0

0 )()()()()(  

  : توجه کنيد

baxحتي اگر مقسوم عليه به صورت  پذيري مانند بالاستمانده و شرط بخش باشد، تعيين باقي .  
  : کنيمريشه را تعيين مي

a
b

xbax  0  

)( ماندهباقي
a
b

f است و در نتيجه :  
  

)(xf بر bax 0پذير است، هرگاه  بخش )(
a
b

fباشد .  

 
  ٤٠١١؛ خرداد نهايي

248 ايي تقسيم چند جملهماندهباقي 23  xxxp 12 بر )( xرا حساب کنيد  .  

  
012ي چون ريشه x 2 برابر

1است :  

021124
148

1822
142

18 23  )()()()(  
  

 ---✨---  
   ٤٠٠١خرداد  ؛نهايي

13هاي هاي تقسيم عبارتباقي مانده  axxxP 12 و )( 2  xxxQ )( بر )( 2x مقدار . است يکسانaرا بيابيد  .  

  
202 ( : توجه بهبا  xx  (مقاديريدبا  )( 2P  و)( 2Qبرابر باشند  :  

91821281281232122 23  aaaa )()()()(  
  

 ---✨---  

  ٤٠٣١ خرداد نهايي؛

23 ايچند جملهاگر   axxxf   . را حساب کنيد 1xبر  xf)(تقسيم ي ماندهباقيپذير باشد، خش ب2x بر )(

  
02  بايد است، پس2 برابر 02xي چون ريشه )(fباشد :  

502223  aa )(  
253 : در نتيجه  xxxf   : برابر است با1xي آن بر مانده و باقيبوده )(

  

621511 3  )()()(f 
  

 ---✨---  

  خـپاس 

  خـپاس 

  خـپاس 
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13ي تقسيم   ماندهباقي :مثال✨ 47  axxxxp )(مقـدار   .  است xq)(قسمت آن    و خارج  2، برابر   1x بر   )( 1q  را 

  . يدتعيين کن

  
  : كنيم را مشخص ميaابتدا مقدار 

5213121101  aapxx )(:)( 

  : شودمانده به صورت زير نوشته مي با توجه به خارج قسمت و باقيxp)(اكنون 

21153 47  )()( xqxxxx 
  :  قرار دهيم1 را برابر xكافي است 

6112122111115131 47  )()()()()()()( qqq 
  

 ---✨---  
  .شودي آن منجر مييک مرحله تجزيه بر يک عبارت، به xP)(پذيري اطلاع از بخش

  
  
  
  
  
  
  

  : توجه کنيد

  . دست خواهد آمد بهxP)(ي بهتري براي  قابل تجزيه باشند، با ادامه، تجزيهxA)( يا xQ)(هاي اگر عبارت
  براي نمونه؛ 

233در عبارت     xxxf 02:  داريم )( )(f .  بنابراين)(xf   2 برx 2 بـر    پـذير اسـت و بـا تقـسيم آن          بخشx 
  : شودتجزيه مي

2323 122312223 ))(())((  xxxxxxxxx  
  

042ي  هاي معادلهاگر يکي از جواب :مثال✨ 23  mxxx 2 برابرx ،باشد   

  .  را بيابيدm مقدار )لفا
  .  هاي معادله را مشخص کنيد ساير جواب)ب

  
  :  بايد در معادله صادق باشد2x جواب )الف

8042416042222 23  mmm )()()(  

482اي  چون چند جمله)ب 23  xxx 2 برxشودپذير است، با تقسيم معادله به صورت زير نوشته مي بخش:  

0232
202

02322 2
2





xx

xx
xxx ))(( 

  خـپاس 

  خـپاس 

  : روشي براي تجزيه
  : پذير باشد، خواهيم داشتبخش xQ)(  يک عبارت برxP)(اگر عبارت 

  

)()()( xAxQxP  

  .شود يک مرحله تجزيه ميxP)(پس 
  

)(xP 
)(xQ 

)(xA 
 

0 
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  : شوندها معلوم ميي دوم، ساير جواباز حل معادله

2
1012

2042
01242042320232 222




 

xx

xx
xxxxxx ))(()()(  

 ---✨---  

nn هاي عبارتتقسيمدر پايانِ اين بخش،  ax  بر ax شودميي آن بررسي  و تجزيه .   
  

  :  زير نگاه کنيداتحادهايبه 

))(( 2233 babababa          و    ))(( bababa  22 

nnواضح است که عبارت  ax   بر هموارهax ضمناً با تقسيم، ) چرا؟. (است ي تقسيم برابر صفرماندهپذير، يعني باقي بخش

nnي عبارت تجزيهخارج قسمت تعيين شده و  ax آيددست ميه ب :  
 

))(( 1221   nnnnnn axaaxxaxax  

   نمونه؛راي ب

))(( 43223455 babbabaababa   

))(( 32168422264 2345666  xxxxxxxx 
  

   :برخي نتايج
  1در حالت خاص وقتيaباشد، داريم  :  

n                   ))(( 111 21   xxxxx nnn  
  

   اي نمونه؛رب

))((         )١٤٠٣نهایی؛ خرداد ( 111 2345  xxxxxx  
  

  : لازم استnدر دو حالت بعد، زوج يا فرد بودن 
  

  اگرn ي و در تجزيه  باشد؛فردnn ax ي ، جملهa را جايگزين aداريم کنيم ، :  

))()()())((()( 1221   nnnnnn aaxaxxaxax   
nnي با ساده سازي، تجزيه ax  بر و حاصل شده ax پذير است بخش: 

  

))(( 1221   nnnnnn axaaxxaxax   
  

  . ها يک در ميان مثبت و منفي هستندتا و علامتnجملات  تعداد در پرانتز سمت راست
   ؛نمونهراي ب

))(( 43223455 babbabaababa  
  

  اگرnي  و در تجزيه زوج باشد؛nn ax ي ، جملهa را جايگزين aداريم کنيم ، :  

))()()())((()( 1221   nnnnnn aaxaxxaxax   
nnي با ساده سازي، تجزيه ax  بر حسب عامل ax شود حاصل مي:  
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))(( 1221   nnnnnn axaaxxaxax   
  

  . ها يک در ميان مثبت و منفي هستندتا و علامتnجملات  تعداد در پرانتز سمت راست
  راي نمونه؛ب

))(( 322344 babbaababa   
  

   :بنديجمع

nnعبارت ) الف ax بر همواره  ax پذير است و بر  بخشax  بودن زوج فقط با شرط nپذير خواهد بود بخش .  

nnعبارت ) ب ax  بودن فرد فقط با شرط n بر ax پذير است بخش .  
   :بعلاوه

nnعبارت  ax گاه بر  هيچax پذير نيست و بر حسب عامل  بخشax چرا؟(. شود تجزيه نمي(  
  

16اي ند جملهچ :مثال✨ xتجزيه کنيدهاي زير را بر حسب عامل  .  

 1x)      ب                                     1x) الف

  
  :چه در بالا گفته شدطبق آن

16 عبارت )الف x 1 برxپذير است و بخش: 

))(( 1111 2345666  xxxxxxxx  

16عبارت پذيري بخش )ب x 1 برx در توان 6، با توجه به زوج بودن عدد x است و برقرار:  

))((

))()()()()((

11

11111111
2345

54322345666





xxxxxx

xxxxxxxx
  

  

 ---✨---  
  

  خـپاس 
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82اي اگر چند جمله - ۱  axx بر ax پذير باشد، مقدار  بخشa۴۰۲ خرداد ؛نهايي(.  را تعيين کنيد(  
  

123اي چند جمله را طوري تعيين کنيد که b و aمقادير  - ۲  bxaxxxP   . پذير باشدخشب 1xو  2x بر )(
  

22اي چند جمله را طوري تعيين کنيد که b و aمقادير  - ۳ 23  bxaxxxP ي ماندهبوده و باقيپذير خش ب2x بر )(
  )۴۰۴ خرداد ؛نهايي(. باشد 2 برابر 1xتقسيم آن بر 

  

  :منتخب کتاب

  . هاي زير را بر حسب عامل خواسته شده تجزيه کنيداييک از چند جملههر  - ۱

16) الف x 1 با عاملx.  

16) ب x 1 با عاملx.  

325) پ x 2 با عاملx.  
  
  
  

  .  را تعيين کنيد2x بر xP2)(ي تقسيم ماندهباقي.  است3x برابر 2x بر xP)(ي تقسيم ماندهباقي
  
  
  
  
  

  
  

  )ويژه علاقمندان( چالش

 )۵ (پاسخ دهيد



  هاي آموزشيمجموعهکامل ليست 

  
  

  
  
  
  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  .  هستيممتمرکز بر ارتقاي کيفيت آموزشما 
  سپاس از توجهتان

  

  
٠٩٣٥   ٦٠٠   ٨٤٥٤  

٠٩٢٠   ٦٠٠   ٨٤٥٤  

  رياضي تيزهوشان  )عادي(متوسطه اول   )عادي(دوره ابتدايي 

  رياضي تيزهوشان ششم  جزوه رياضي هفتم  جزوه رياضي پنجم

  مهفترياضي تيزهوشان   جزوه رياضي هشتم  جزوه رياضي ششم

  مهشترياضي تيزهوشان   منهجزوه رياضي   

  منهرياضي تيزهوشان     

 

  )تشريحي: تجربي(متوسطه دوم   )کنکوري: تجربي(متوسطه دوم 

  جزوه تشريحي رياضي دهم  جزوه کنکور رياضي دهم

  جزوه تشريحي رياضي يازدهم  جزوه کنکور رياضي يازدهم

   رياضي دوازدهمجزوه تشريحي  جزوه کنکور رياضي دوازدهم

    جزوه جامع کنکور تجربي

 

  )تشريحي: رياضي(متوسطه دوم   )کنکوري: رياضي(متوسطه دوم 

  جزوه تشريحي رياضي دهم  جزوه کنکور رياضي دهم

  )۱(جزوه تشريحي هندسه   )۱( کنکور حسابان جزوه

  )۲ (هندسهجزوه تشريحي   جزوه کنکور آمار و احتمال

  )۱(جزوه تشريحي حسابان   )۲(جزوه کنکور هندسه 

  جزوه تشريحي آمار و احتمال  )۲(جزوه کنکور حسابان 

  جزوه تشريحي رياضيات گسسته  جزوه کنکور رياضيات گسسته

  )۳(جزوه تشريحي هندسه   )۳(جزوه کنکور هندسه 

  )۲(جزوه تشريحي حسابان   جزوه جامع کنکور رياضي

 

  رشته انساني

  ) در يک مجموعه، البته تفکيک شدهکنکور+ تشريحي (و آمار پايه دهم جزوه رياضي 

  )کنکور در يک مجموعه، البته تفکيک شده+ تشريحي (و آمار پايه يازدهم ياضي جزوه ر

  )کنکور در يک مجموعه، البته تفکيک شده+ تشريحي (و آمار پايه دوازدهم جزوه رياضي 

 

  )نهم به دهم( استعداد تحليلي   )ششم به هفتم(استعداد تحليلي 

  )تصويري(هوش غيرکلامي جزوه   )ادبي(ش کلامي هوجزوه 

   و محاسباتهوش رياضيجزوه   )تصويري(هوش غيرکلامي جزوه 

  )شامل تحليل متن(منطق و استدلال هوش جزوه    منطقي و سرعتي- هوش رياضي جزوه 
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