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   » مامجموعهف اهدا«

  )۲۰نهايي ( آموزان کشوربراي دانشو عملکرد ثبت بهترين سابقه تحصيلي 
  

  هاي برتر کنکور و ورودي سمپاد و نمونه کسب رتبه
  

  :زمينه گوناگونسطح و  ۴در 

  ؛ آموزش مفهومي کتاب و آمادگي نهايي

  آموزش نکته و تست پيشرفته کنکور؛

  آموزش رياضيات تيزهوشان؛

  :و

  آموزش هوش و استعداد تحليلي
  )ليست کامل در انتهاي فايل(

  
  
  

  )فردمنحصر به( آموز؛درس

  

Up to date 

Quality in Education 
D&A - Since 2012 

  آموز درسعلميگروه 

  يمرجع تخصصي توليد محتواي آموزش
  

  »هوش و استعداد تحلیلƝ«  &  »ریاضیات«



  
  
  
  
  
  
  
  
   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  آموزشمحتواي جامع 
 )وعنمتفراوان و هاي مثال+ درسنامه دقيق (

   محتواي كتابكامل پوشش 
 )ها و تمرينات برگزيدهها، فعاليتمثالشامل (

   تمرينات پوششي
 )نامهپاسخ+ طرح انواع سؤالات ممکن نهايي بخش به بخش (

  سؤالات چالشي
   )جداگانه ويژه علاقمندانشده به صورت طرح (
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۲۰ 

  نهاييهاي آزمونو بررسي آخرين پوشش 
Up to date 
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  )۱ (ماتريس

انـواع ماتریس، مفاهیم مربوطه و معرفی 
 و تـــوان مـــاتریس، جمـــع، تفریـــق و ضـــرب

  ها ماتریسرسانی

۲  

۱  

  )۱ (مقاطع مخروطي

یـــادآوری مفـــاهیم بـــرش و ســـطح مقطـــع 
اشکال فـضایی و بـویژه سـطح مخروطـی و 
معرفــی مقــاطع مخروطــی، بررســی کامــل 

  دایره

۴۶  

۳  

  )۲ (مقاطع مخروطي

ــــوس،  بررســــی بیــــضی شــــامل شــــکل، رئ
هــــا، محورهــــای تقــــارن و بررســــی کــــانون

  کامل مقطع مخروطی سهمی

۶۶  

۴  

  )۲ (ماتريس

 پـــــــذیری، شـــــــرط وارون،وارون مـــــــاتریس
دو ت  حــل و بحــث دســتگاه معــادلاکــاربرد،

مجهـــــولی، دترمینـــــان مـــــاتریس و برخـــــی 
  خواص آن

۲۲  

۲  

  فضا و بردار

، معرفـی هبررسی صفحه به عنوان مقدمـ
ـــضا،  ـــواحی، معرفـــی نمـــایش ف نقـــاط و ن

بـــردار در فـــضا و اعمـــال جمـــع، تفریـــق و 
  ضرب اسکالر

۹۰  

۵  

  ردارهاضرب ب

بیـــــان ضـــــرب داخلـــــی بردارهـــــا و برخـــــی 
کاربردهــــای آن، بیــــان ضــــرب خــــارجی و 
کاربردهــــایی در مــــساحت، بیــــان ضــــرب 

  مختلط و کاربردها 

۱۱۵  

۶  

 فهرست



 
 
 
 
 
  
  

                 

  

  
  
 

  
  

  

  

 

  صفحه  فهرست

 ۳  مفاهيم پايه  

 ٨  هاجمع ماتريس  

 ١٢  هاضرب ماتريس  

  )١(ماتـــريس 

 :آموزش
  هندسه دوازدهم

۱ 



  

   دوازدهم)۳(هندسه 
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  .کنيدبه تعريف ماتريس و چند مفهوم مقدماتي مربوط به آن توجه 

  
  
  
  
  
  
  
  

  :بعلاوه

 شماريمگفته و سطرها را از بالا به پايين مي »سطر« هايي كه در يك رديف افقي قرار دارند، يکبه درايه . 

  از چپ به راست ستون اول،     ها را   ماتريس گويند و آن    »ستون« هايي كه در يك رديف عمودي قرار دارند،       به درايه 

   . کنيمگذاري مينام. . . ستون دوم و 

 ها با حروف بزرگ ماتريسA ،B ،C شوندگذاري مينام. . .  و. 

  :  ببينيد رامقابل ماتريس هايسطر و ستون
  
  
  

  

هايي که تعداد سطر و تعداد ضمناً، ماتريس. ناميم مي»32ي مرتبه« ستون است و آن را از 3 سطر و 2ماتريس بالا داراي 

  : مانند. شوندناميده مي »مرتبههم «ستون يکسان دارند، 
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  : در کل

jia را با Aام ماتريس jام و ستون iي واقع در سطر درايه  m با ماتريسيک بنابراين نمايش کلي  ؛دهيممينشان  )ijaيا( ,
 :به صورت زير خواهد بود) nmي از مرتبه: يعني(  ستونn و سطر
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     سطر اول

 سطر دوم 

 ستون سوم ستون اول ستون دوم

  : ماتــريس

يك اعداد،  تشكيل داده و به هر يك از آن »ماتريس«هرگاه تعدادي عدد در يك آرايش سطري و ستوني قرار گيرند، يك 

  : مانند. شود گفته مي»رايهدِ«
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  مفاهيم پايه
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  : حالت خاص
  . گيريم باشد، فقط يک درايه دارد؛ در اين صورت ماتريس را با همان درايه يکي مي11ي اگر ماتريس از مرتبه

  : مانند

22  ][B  
  

دو ماتريس  :مثال✨
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
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Bرا در نظر بگيريد :  

    در ماتريسB، 932ي واقع در سطر دوم و ستون سوم عبارت اسـت از            درايه ,b در مـاتريس  طـور مـشابه    و بـهA 
321: داريم ,a . 

  سطر دوم ماتريسB عبارت است از ][  به صورت A ماتريس  و ستون اول952







5
  .باشد مي1

  

 ---✨---  

32ماتريس  :مثال✨ ][ ijbB شده استداده به صورت زير  :  
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
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
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
jiji

jii
bij 2
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  .  را حساب کنيدآنسطر دوم هاي مجموع درايهو تشکيل داده ماتريس را 

  
  :كنيمخص ميي مربوطه مشها را طبق ضابطهاز درايههر يك 
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 به صورت در نتيجه، ماتريس







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
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1
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1

B برابر است باخواسته شده مجموع بوده و :  

2402   
  

 ---✨---  
   :چند مفهوم

.  گـوئيم nي  از مرتبـه »مربعـي « باشد، آن را يک ماتريس n يكسان و برابر عدد     Aهاي ماتريس   اگر تعداد سطرها و ستون    
 :هانمونه

  :٢ مرتبه ماتريس مربعي









45
31

A                ماتريس غيرمربعي:  
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

 
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7
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B  

    قطر . دهندماتريس را تشكيل مي »قطر اصلي« ي سطر و ستون يكسان دارند،هايي كه شمارهدر هر ماتريس مربعي، درايه
 .فرعي آن استديگر ماتريس، قطر 

 نام دارد »ماتريس قطري« هاي خارج قطر اصلي آن صفر باشند،ماتريس مربعي كه تمام درايه. 

  خـپاس 
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 :هانمونه

  
  
  

  

 گوئيم »ماتريس اسکالر« هاي قطر اصلي يکسان باشند، به آندر يك ماتريس قطري، اگر تمام درايه . 

 :هانمونه
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  ) عدد ثابتc(: شکل کلي ماتريس اسکالر
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  . . .     و 

  : حالت ويژه
گفتـه   »ماتريس واحد« يا »ماتريس هماني« هاي قطر اصلي برابر يک باشند، به آن       هرگاه در ماتريس اسکالر، تمام درايه     

  .دهيمنشان مي. . .  و 3I را با 3ي ، ماتريس هماني مرتبه2I را با 2ي ماتريس هماني مرتبه. شودمي

     :ماتريس هماني  

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 گفته و در کل با  »ماتريس صفر«هاي آن صفر هستند را ماتريسي که تمام درايهO؛ ماننددهيم نشان مي:  

32       ماتريس صفر
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O                         22 ماتريس صفر      
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  :اي وجود دارد و بنابراينواضح است که مانند ماتريس واحد، ماتريس صفر هم از هر مرتبه
  

  .گوناگون وجود دارد) ماتریس همانی: و همچنین(شمار ماتریس صفر بی

  : توجه
  ! را در نظر داشته باشيدO:  و ماتريس صفر0: تفاوت نمادهاي نوشتاري عدد صفر

  
  ٤٠١١؛ خرداد نهايي

ماتريس اگر 






 
10
1mr يک ماتريس هماني باشد، حاصل rm  است. . . . . .  برابر .  

 
101 و 1r: بايد داشته باشيم  mm .بنابراين:  

 211  rm 
  

 ---✨---  

  خـپاس 

 ماتريس قطري
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 قطر فرعي

 قطر اصلي
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33در ماتريس  :مثال✨ ][ ijmM22هاي  با درايه jijmij ،مطلوب است :  

 . هاي قطر اصليمجموع درايه )الف

  . فرعيهاي قطر مجموع درايه )ب

  
  :ي شماره سطر و ستون يكسان را حساب كرده و جمع كنيمهاي دارا بايد درايه)الف
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 )(,)(,)( mmm
 

  : هستند31m و 13m ،22mهاي قطر فرعي  درايه)ب
 

65435113233312 2
31

2
13  )(,)( mm 

  

 ---✨---  
  

  
  
  
  
  
  

32: برای نمونه. ها ممکن نیست، تساوی آن مرتبه نباشندها همپس اگر ماتریس( II (  
  

   :به صورت نمادين
):,(][][ ,,,, jijinmjinmji bajiba    

  

qpnm مقدار ،از تساوي زير :مثال✨ 432 را بيابيد .  
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  :بر قرار گيرندهاي متناطر برابايد درايهمشابه قبل، 
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  : 1n و ديگري در حالت 1nدر نتيجه، براي عبارت داده شده دو جواب وجود دارد؛ يكي در حالت 

331214
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131214321  )()()(: qpnmn  

731214
343

131214321  )()()(: qpnmn 

  

  خـپاس 

  خـپاس 

  : هاتساوي ماتريس

BA: نويسيمفته و مي گ»برابر« را ) و ستون يکسان تعداد سطر:يعني( B و A يمرتبههم دو ماتريس  ،  
 :هرگاه

 .هاي نظير در دو ماتريس برابر باشنددرايه
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 ---✨---  

ماتريس دو  :مثال✨
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Bمقدار .  برابر هستندzyx را بيابيد .  

  
  :دهيمهاي متناظر را برابر قرار ميدرايه
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43 اگر   -۱ ][ ijaA   43 ماتريسي          باشد به طـوري کـه بـراي ji       3 داشـته باشـيمija    بـراي ،ji      داشـته باشـيم 
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 :توجه کنيد

 شودها تعريف و انجام نمي، جمع يا تفريق آننباشندمرتبه اگر دو ماتريس هم . 

 ي علاوه، مرتبهبBA ي در صورت تعريف شدن، همان مرتبه A و Bاست . 
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  : بينيد كهمي
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323332   CABC  
  :هاي مورد نظراكنون درايه

 12ي براي محاسبه,c بايد سطر دوم ماتريس B در ستون اول ماتريس Aضرب شود : 

  خـپاس 

  : گام سوم
nmijaA ضرب ماتريس در حالت کلي،      pnijbB در   ][    از ضرب هر يك از سطرهاي ماتريس اول در هر يـك          ،][

   :ترعبارت دقيقبه. آيددست ميهب هاي ماتريس دوماز ستون
ABC اگر ي ه، آنگاه درايijcاتريس از م Cعبارت است از :  

AcijامiسطرB[]امjستون[ [  
  

 برابر
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  چون ماتريسC32ي  از مرتبه23ي  است، در آن درايه,cوجود ندارد  .  
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هاي ماتريسبراي  :مثال✨
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  :دهيم را محاسبه كرده و برابر قرار ميBA و ABهاي ماتريس












































bb

baba

bb

baba

b

ba
AB

492
226

4920
2260

21
30

23
2  














































ba

b

bba

b

b

ba
BA

34
69

462
6090

23
2

21
30  

  :يد داشته باشيمدر نتيجه با
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33  ماتريس اگر :مثال✨ ][ ijaA  بـا 
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BAدست آوريده را ب .  

  
  :كنيمي داده شده مشخص مي را طبق ضابطهAماتريس 
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  :شوداكنون ضرب انجام مي
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  خـپاس 

  خـپاس 
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nmB اگر  . اند مفروضA  اتريس قطري باشـد، حاصـل        يک مAB  را 

  . محاسبه کنيد

 
  : ماتريس قطري استAچون 

101  nn      202         و  mm 

  :دهيمبعد از جايگذاريِ مقادير، ضرب را انجام مي
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   :ضربهاي ويژگي

هـاي زيـر قابـل      شرط آن كه ضـرب    هاي هماني و صفر باشند، به     ترتيب ماتريس  به O  و I  سه ماتريس و   C  و A، B اگر
  :انجام باشند

 BAو  AB در نتيجه ممکن است برابر نباشند؛ : 
  

 .ندارد یها خاصيت جابجايرب ماتريسض
   :دقيقاً يعني

  : انجام شوند، آنگاهBA و ABهاي اگر ضرب
BAABممکن است تساوي  ر نباشد برقرار باشد يا برقرا.  

 AIAAI و  OAOOA .  

   :تربه صورت دقيق

  : باشد، آنگاهnm يه ماتريسي از مرتبAاگر 
AAIn       و      AAIm   

 ACABCBA  ACABCBA  و)(   .پذير استي ضرب نسبت به جمع توزيعيعن. )(

 هاي زير ممکن باشند، تساوي برقرار استپذيري براي ضرب برقرار است؛ يعني اگر ضربخاصيت شرکت: 
  

)()( BCACAB   
  : پس

 .  با معني بوده و به يکي از دو روش تساوي بالا، قابل محاسبه استABCضرب 

 ها جابجا شودضرب ماتريسبين عوامل تواند در ضريب عددي مي:) r( 
  

)()()( ABrrBABrA  
  

  خـپاس 
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اگر  :مثال✨
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B باشد، ماتريس ABA بيابيددر صورت وجود  را .  

  
  :كنيم را حساب ميABابتدا ماتريس 
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  :شود ضرب ميAاكنون ماتريس حاصل از چپ در 
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 اگر ) کتابتمرین( :مثال✨
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A ي قطـري و     ماتريسB  33 ماتريـسي    و دلخـواه باشـد، مـاتريس BA را 

  گيريد؟ اي ميچه نتيجه. تشکيل دهيد

  
  :كنيم را به صورت مجهول نوشته و ضرب را حساب ميBماتريس 
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  بينيد، چنان كه مي

  . شود ضرب ميB در سطر سوم ماتريس 3r در سطر دوم و عدد 2r در سطر اول، عدد 1rعدد 
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  )مهم( :نتيجه

 ماتريس اسکالر ضرب در
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  : البته توجه کنيد
rIAچون  توان نوشت است، براي خاصيت بالا، دليل کوتاه هم مي :  

  

rBIBrBrIAB  )()( 

  خـپاس 

  خـپاس 
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  : وهبعلا
  . جابجایی استمرتبه همیس دلخواهضرب ماتریس اسکالر با هر ماتر

  :زيرا

BAABrBBIrrIBBA  )()(  
  

   :ها ماتريسرسانيتوان 
nmAزيـرا بـراي ضـرب       .  باشـد   مربعـي  يماتريـس  آناست كه   پذير  امکاندر خودش فقط هنگامي      ماتريسيک  ضرب     در 

  : خودش، طبق شرط ضرب پذيري
mn  ضرب قابل انجام:nmnm AA    

  

   :آيند ميدستهبنيز به آساني  A ترهاي بزرگتوان. دهيم نشان مي2A را با AA صورتدر اين

,, AAAAAA  3423  
  

هاي در مورد ماتريس :مثال✨
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B 22، ماتريس )( BAدست آوريده را ب.    
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ماتريس اگر براي  :المث✨
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A،  تساويIAA  2 برقرار باشد، مقادير  و  دست آوريدهب را.    

  
  :كنيممشخص مي را 2Aابتدا ماتريس 
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  :دهيماكنون تساوي داده شده را تشكيل مي
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  :بايد داشته باشيم
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  خـپاس 
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33اگر ماتريس  ][ ijaA به صورت 
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aij باشد، ماتريس IA 22  دست آوريدبه را .  

 
  : شود نوشته ميAبا قدري دقت ماتريس 
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  :در نتيجه
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 اگر :مثال✨
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A 3 باشد، ماتريسAه و نتيجه را بيان کنيددست آورده را ب .  
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   :هااتحاد در ماتريس
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  :جابجايي باشد، نشان دهيد B و Aدو ماتريس اگر ضرب  - ۱۰

222) الف BAAB )( 

  .  برقرار استاتحاد مربع تفاضل دو جمله براي اين دو ماتريس) ب
  

  :منتخب کتاب
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BA و AB آوريددستهب را  .  
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  : جابجايي باشد، ثابت کنيد B و Aدو ماتريس اگر ضرب  - ۲

222) الف 2 BABABA  )( 

22) ب BABABA  ))((  
  

OA مثال بزنيد که B و A مانند 33دو ماتريس  - ۳  و OB  ولي ،OAB .   
  

  :به عبارت ديگر. باشدنميها برقرار مثال نقض نشان دهيد که قانون حذف در ضرب ماتريسبا يک  - ۴
ACABنشان دهيد که در حالت کلي از تساوي  توان نتيجه گرفت  نميCB است  .  
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